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3 Trasformazioni del piano e grafici Teoria

TRASFORMAZIONI DEL PIANO E GRAFICI

RICHIAMI DI TEORIA

Definizione: consideriamo il piano R 2 munito di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale. Una trasfor mazione del
piano & una legge che consente di associare ad ogni punto P = (x, y) R?unpuntoP' = (X, )I R?.

Esempi di trasformazioni del piano

Letradazioni
I X=X+p ., iIX=X-p
t{p,q)i t (pq)i
( )TY=y+q ( )Ty=Y-q

* Noto il punto Q(xo,yo), otteniamo le coordinate del punto trasformato Q ¢(utilizzando latrasformazione t) mediante la

& ® X+ pu y
sostituzione a 2 Q=(x,,Y,) ¥a® Qdx, +p,y, +q
&, y,+qff O oY) v
* Notalafunzione y = f(x) , otteniamo |'espressione della sua trasformata (utilizzando la trasformazione inversat™) mediante la
. &® x- pu
sogtituzione §y® V- qg: y=f(X) %9® y- q=f(x- p)« y=f(x- p)+q

Il parametro p indica lo spostamento lungo I'asse x: se p>0 si ha una traslazione verso destra, se p<0 una traslazione verso sinistra
Il parametro g indicalo spostamento lungo I'asse y: se >0 si ha unatraslazione verso |'alto, se q<0 unatraslazione verso il basso.
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L e dilatazioni
i 1
~X=—X
X =mx R
d(m, n): d 1(m,n):]|: M mnlR"
TY ny Py 1
ly==-Y
t7 n
&, ® mx,u,

* Noto il punto Q(xo,yo) otteniamo le coordinate del punto trasformato Q¢mediante la sostituzione ey

e<3n%u
Q=(%Yo) %2 ¥2A® Q¢mx,.ny,)

* Notalafunzione y = f(x) , otteniamo |'espressione della sua trasformata mediante |a sostituzione é rln a.
o v
n G

1 X0 X0
= 3 - = — = = —
y f(x) Y, YH® ny f% <y nxfg :

Il parametro m indica la dilatazione lungo I'asse x: se m>1 il piano viene alungato (nella direzione dell'asse delle ascisse), se
O<m<1 il piano viene compresso.

Il parametro n indicaladilatazione lungo I'asse y: se n>1 il piano viene allungato (nella direzione dell'asse delle ordinate), se O<n<l1
il piano viene compresso.
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Lesmmetrierispetto agli ass eall'origine

Simmetria| Equazione |Notalafunzione y = f(x), otteniamo I'espressione
rispetto della sua trasformata mediante |a sostituzione
asse X I X=X &X® X (
sx::' A ﬂ y=f(X) %3%® y=- f(X)
iY=-y &® - yj
assey iX=-X &X® - XU
S A q Y=f(x)¥%ne y=1(-x
Y=y @y
origine i X=-X &X® - XU
so::' A 3 y="f(X) ¥%%® y=-f(-x
TY=-y &® - yi
L e affinita
I X =mx
a(mn):i mnt 0
TY=ny

Proposizione: un'affinita, nel caso in cui almeno uno dei due coefficienti sia negativo, € la composizione di una dilatazione e di
una simmetria.
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Simmetrierispetto alle bisettrici
Simmetria rispetto ay=x S
Simmetria rispetto ay= -x S

Funzioni pari e funzioni dispari

Definizione: una funzione reale di variabile reale & pari seil suo dominio & simmetrico rispetto all'origine e se per ogni xI dom
frisulta f(-x) = f(x).

Una funzione reale di variabile reale & dispari se il suo dominio & simmetrico rispetto all'origine e se per ogni xI domf risulta
f(-x)=-f(x).

Se una funzione € pari il suo grafico € simmetrico rispetto all'asse delle ordinate, se € dispari il suo grafico & simmetrico rispetto
all'origine.
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1. Applicare latraslazionet (1, 2) alla parabola g y = x?, determinando i trasformati dei suoi punti A= (0, 0), B=(1, 1),
C=(2, 4) el'equazione della sua traslata d.

A=(0,0) #:® At=(12)
. : R - L & ® X+l .
Per determinare e coordinate dei punti trasformati usiamo la sostituzione éy ® y, + (s otteniamo: B =(11) %4® B¢=(2,3)
som o C=(24) %® Ct=(36)
&X® x-1q

Per determinare |'equazione della curva trasformata g utilizziamo la sostituzione éy® y 2(";
2 - Al

otteniamo: g:y = X2 #® gey- 2=(x- )° « y=x*- 2x+3 ol
E' semplice verificare che, come dovevamo aspettarci, i punti A", B', C' ar
appartengono alla parabola d. sf
% y=x"2
r ¥ y=x"2-2x+3
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2. Assegnate lafunzione g g:y =|x| e le trasformazioni t(l,— 4) e d?, %g , determinare le equazioni ed i grafici delle curve gte
g @, ottenute da g applicando le trasformazioni composte T, =t >d e T, =d X rispettivamente.

Definizione: il prodotto (o composizione) di due o piu trasformazioni € I'applicazione successiva delle trasformazioni con la
seguente regola: set; et, sono le due trasformazoni, il prodotto t; xt; impone che si applichi primat; e poi t;, mentre t, xt;

esattamente il contrario.
In generaleil prodotto di trasformazioni non gode della proprieta commutativa.

Latrasformazione T,, composizione dellatraslazione t e delladilatazione d, si
ottiene applicando primad e poi t; mentre latrasformazione T, S ottiene
applicando primat e poi d.

a A W N P O B N W ~ G
T T T T T T

« y—‘ ‘%®g¢y+4—‘ 6:”« y—‘X 1-4 i ]

5 S ]

-5 -4 -3 -2 -l o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

15_]‘_2
2|3

- T2 gy=IX#e y+4=|x- 1« y=\x-ﬂ-4%ﬁ®g¢2y:‘§-]‘-4« ==

- Ty gy =|X3%4® 2y:%
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3. Disegnarei grafici delle seguenti funzioni indicando le trasformazioni che consentono di ottenerli a partire dal grafico di

opportune funzioni elementari.

y=2x- 3= 2@-2{%

Possiamo ottenere il grafico di questafunzione a partire da y = x utilizzando, ad esempio, le trasformazioni:

* Unadilatazione sulle y di rapporto n=2 ed unatraslazione * Unatradazione sulley verso il basso di modulo g= -3 ed una

sulle x verso destra di modulo p=32 compressione sulle x di rapporto m=1/2:
o tgos 36 o 19
y=x %D y=2x %5550 = 2%k 2 y=x VYO y=x- 3% 934@ y=2x- 3

4

== | /] I 4

* %
<< <
i
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X %
<< <
0o
@
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1 1 1 1 1
y==x*+X :Z(X2+4X):Z(X2+4X+4_ 4)=Z[(x+2)2— 4]=Z(x+2)2— 1

Possiamo ottenereil grafico di questafunzione a partireda y = x* utilizzando, ad esempio, le trasformazioni:

* Unatraslazione sulle x verso sinistra di modulo p=-2 e
sulley verso il basso di modulo g= -4 ed una

compressione sulley di rapporto n=1/4:

o 1o
Y= X2 GYH® y = (x+2)° - 4% IHO y—%((x+2) 4) y=xX%%ie y= g——

X’ VYP® y _Z(X+2)

Sommario

Teoria

* Unadilatazione sulle x di rapporto m=2 ed unatraslazione
sulle x verso sinistradi modulo p =-2 esulley verso il basso
di moduloq=-1:

1

IS
T

w
T

IN)
T

[N
T

¥ y=x"2

¥ y=(x+2)"2-4

y=1/4x"2+x
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y=-[3x- g +1=-3x- 2\+1=-@< 2\— —

Sommario

Teoria

Possiamo ottenere il grafico di questa funzione a partire da y =|x utilizzando, ad esempio, le trasformazioni:

* Una simmetria rispetto all'asse x, una dilatazione su y di rapporto n=3, unatraslazione
su x verso destra di modulo p=2 e suy verso |'alto di modulo g=1.

y=|X %@ y=- x| %WI® y=- IN%BI® y=-3x- 2+1

* Unatrasazione su x verso destra di modulo p=2 e suy verso il basso di modulo g=-1/3,

una simmetria rispetto all'asse x, una dilatazione su y di rapporto n=3:

5
4
3
2
1
0
1
2
3
4
5

o T N o kN w &~ o

T 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

18,10 1 16
- 3 § 379, o - __3§ - - - __93(# = - - —= *y=Ix|
Y=[{3% %O y=|x- 2 - Z9%@ y gx- 2 A W y=-35%- 2 f o,
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_6x+2 _ 7 L a_. 23+3=-z 13+3
2x+3 2x+3 X+E ZXJrE

Possiamo ottenere il grafico di questafunzione a partireda y = L utilizzando, ad esempio, la seguente trasformazione:
X

o
T

un‘affinita di rapporti m=1, n=-7/2 ed unatraslazione di moduli p=-3/2 e g=3.

B el 1230
y=1u %o y=- Ll %o y=- Tx 1 13
X 2 X 2 .3 N

r * y=1/x

B ¥ y=-7/2*1/x

y=(6x+2)/(2x+3)

L N N - L T R N |
—T T — T T T

:‘n

8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

4. Dire se le seguenti funzioni sono pari o dispari:

“+4=x>+4=1(x)

f(x) = x* + 4 : @ unafunzione pari, poiché f (- x) = (- x)

f (x) =5%x°: & unafunzione dispari, poiché f (- X) =55~ x)’ = - 5 =- f (x)

f (x) = x? + x +1: non & né pari né dispari, poiché f (- x) =(- x)* +(- x) +1=x>- x+11 : f(x)
1
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