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INSIEMI, RETTA REALE E PIANO CARTESIANO

RICHIAMI DI TEORIA SUGLI INSIEMI

Un insieme E e definito assegnando i suoi elementi, tutti distinti traloro:
se x @ un elemento di E scriviamo xI E, mentre, senon lo &, si scrive x| E .

Definizione: dato uninsiemel, si dice che E @ un sottoinsieme di | esi scrive Ei | se ogni elemento di E & anche un elemento
di I. Seinoltre esiste almeno un elemento di | che non appartiene a E, si dice che E € un sottoinsieme proprio di | e s scrive
ElI.

Definizione: dati dueinsiemi A e B, si definiscono i seguenti insiemi:

inseme unione= AE B e l'insieme degli x che appartengono ad A oppure appartengono a B;
inseme intersezione= ACB e l'insieme degli x che appartengono ad A e a B;
inseme differenza = A\B e l'insieme degli x che appartengono ad A e non appartengono a B

insieme differenza smmetrica= ADB él'insieme degli x che appartengono ad A e non appartengono a B oppure che
appartengono a B e non appartengono ad A.

Definizione: Dato uninsieme Al M, si dice complementare di A ( rispetto a M) e si scrive A I'insieme M\ A.
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Definizione: I'insieme dei sottoinsiemi di E si chiama insieme potenza o insieme delle partidi E e s indica con P( E).

Definizione: dati dueinsiemi A e B s dice prodotto cartesiano di AeBesi indicacon A" B I'insieme delle coppie ordinate
(a,b) con al A ebli B.

ESEmMPI
1. Scrivere in notazione insiemistica l'insieme dei numeri pari e l'insieme del numeri dispari.

Possiamo descrivere gli insiemi richiesti in due modi differenti:
Elencandone gli elementi

P={0,2,4,6810,.....} , D={1,357,9,11,.....}

Utilizzando laloro proprieta caratteristica, vale a dire considerandoli come collezione di tutti gli elementi che appartengono
ad un certo insieme piu grande che soddisfano una certa proprieta.

P={xT N:x=2n,nTN} , D={xT N:x=2n+1,nT N}
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2. Determinare unione, intersezione e differenza degli insiemi A={x1 Z:x3 - 3} e B={x1 N:x<4}.

Aéun sottoinsieme di Z (A1 Z) e contiene i numeri relativi che sono maggiori o uguali a-3, A={-3- 2,- 1,01,2,345,...},
B & un sottoinsieme di N (BI N e contiene i numeri naturali minori di 4, B={0,1,2,3} .
Osserviamo che B e sottoinsieme propriodi A(Bl A) e quindi:

AE B={-3-2,- 1,0,12,34,56,..}=A

ACB={0123}=8B

A\B={xl Z:- 3£ x<0 e x>3

3. Determinare I'insieme delle parti degli insiemi A={xT Z:x3=- 8} , B={ x1 Z:x2=]} .e C={xT N:x£ 2} .Tenendo conto dei
risultati ottenuti, quanti sono gli elementi dell'insieme delle parti di un insieme di n elementi?

Gli insiemi A, B, e C contengono rispettivamente uno, due e tre elementi: A={-2}, B={-1,1}, c={0,1,2}.
P(A) ={£{-2}} P(A) ha 2 elementi

P(B)={£{-1.{3.{-13} P(B) ha4 = 22 elementi
P(Cc)={&{d.{1.{2}.{0.1.{0.2}.{12 {012} P(C) ha 8 = 2° elementi

E' facile verificare che, in generale, se E € un insieme di n elementi, P(E) contiene 2" elementi.
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4.Dati gli insiem A={1,2,3 e B={3,4} determinare: A" B,B" A A" A B’ B.

A" B={(1,3),(14),(2.3).(2.4).(39).(3.4)}

B A={(31),(3.2),(3.3).(4.1).(4.2).(4.3)

A" A={(11).(12),(1.9).(2.1).(2.2),(2.9).(3).(3.2).(3.3)}
5 B={(33(24)(43).(4.4)

Osserviamoche A” B! B~ A in quanto le coppie sono ordinate.
Per la stessaragione nell'insieme A" A gli elementi (1,2),(1,3),(2,3) sono distinti dagli elementi (2,1),(3,1),(3,2) enell'insieme
B" B gli dementi (3,4) e (4,3) sono diversi.
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RICHIAMI DI TEORIA SULLA RETTA REALE ED IL PIANO CARTESIANO
Gli intervalli dellarettareale

[a,b]={xT R:a £ x£b}
(a,b]={xT R:a<x£b}
[a,b)={xT R:a£ x<b}
(a,b)={xT R:a<x<b}

R
R
R

Qo @®o O @
j)cr()cr‘crio-
Qo ®p 0o @

Py, ;U\I/ PV PV

R

Definizione: fissato un punto P sulla retta reale la misura del segmento OP é data da x se x>0, da -x se x <0 ed € uguale a zero
se P coincide con O: questa misura viene definita valore assoluto del numero reale x ed é indicata con |x|.

i-xper x<0
Formalmente: | = P

ix per x30

Distanza tra due punti P; e P, nel piano: d(Pl,PZ):\/(x2 - %) #(Y,- yi)* dove P =(x,y:), P =(%,,Ys)

+ +Y. 6
Punto medio del segmento P; P,: M :ge(l 2X2 i 5 yzg dove P, =(x..y;). P, =(X,.Y,)

Equazione dellarettain forma esplicita: y=mx+ g dove m eil coefficiente angolare e q l'intersezione dellaretta con I'asse y.

Equazione dellarettain formaimplicita: ax+by+c =0 dove a,b,cl R
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X- X -
Equazione della retta passante per due punti P; eP;: 1 =Y N1 gove P =(x.¥).P=(x,.Y,)
X=X Yoo )

Condizione di parallelismo traduerette: lerette r:y=mx+ ¢, e Sy=mx+q, sono paralleleseesolose m =m,

Condizione di perpendicolaritatra duerette: lerette rry=mx+ ¢, e Sy=mx+(d, sono perpendicolari seesolose mm,=- 1.

Definizione: fissato un punto C(xo : yo) del piano e un numero reale positivo r, s dice circonferenza di centro C eraggio r il

luogo geometrico dei punti del piano che hanno distanza r da C. L'equazione & la seguente: (x - X,)° +(y- y,)" =r?

Definizione: fissati due punti F e F ¢ del piano, detti fuochi, e un numero reale positivo 2a, con 2a>d(F,F 4, s dice ellis il

luogo geometrico dei punti del piano per cui e costante (e uguale a 2a,) la somma delle distanze dai fuochi.
2 2

y _

Sei fuochi hanno coordinate F =(c,0) e F¢=(- c,0) I'equazionedell'ellisseéx—2+b—2—1 dove b?=a?- c?.

a
2 2

Sei fuochi hanno coordinate F=(0,c) e F¢=(0,- c) I'equazione dell'ellisse %+§=1 dove b? =a? - c?.
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Definizione: fissati due punti F e F ¢ del piano, detti fuochi, e un numero reale positivo 2a, con 2a<d(F,Fd, s diceiperbole

il luogo geometrico dei punti del piano per cui e costante (e uguale a 2a,) la differenza delle distanze dai fuochi.
2 2

Sei fuochi hanno coordinate F =(c,0) e F¢=(- c,0) I'equazione dell'iperbole & X—Z ézl dove b*=c?- a®.
a

2 2

Sei fuochi hanno coordinate F=(0,c) e F¢=(0,- c) I'equazione dell'iperbole & é- %:1 dove b*=c?- a°.

2

Sei fuochi hanno coordinate F=(a,a) e F¢=(- a,- a) I'equazione dell'iperbole & W:%.

Definizione: fissata unaretta r , detta direttrice, e un punto F1 r, detto fuoco, si dice parabola il luogo geometrico dei punti
del piano che hanno uguale distanzada F eda r.

Seil fuoco ha coordinate F =(O, p) e ladirettrice haequazione y=- p l'equazione della parabola e y=i X? =ax>.

4p

Seil fuoco ha coordinate F :(p,O) e ladirettrice haequazione x=- p l'equazione della parabola é x:4iy2 =ay’.
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ESEMPI

1 Dati gli insiemi A={xT R:- 3<x£2} , B=R-{-1 e C={x1 Rix£-3ex>2} , rappresentarli sullarettareale,
esprimerli come intervalli e determinare AE B,AC B,AE C,ACC,BEC,BCC.

A=(-3,72] B=(-¥,-1)E (-1, +¥) C=(¥,-3E 2+¥)
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 >
— O ————— —t—t——t ———t+—+——+—O0—+—+=>
R R R

AE B=R: osserviamo che -3I Ama-3i B, quindi -31 AEB e che-11 B, ma-11 A quindi -1 AEB.
ACB=(-3- )E(-12]

Osservando che C éil complementare di Arispetto aR, valeadire C=R \ A, abbiamo AEC=R e ACC=£.
Osservandoche C1 B, abbiamo BEC=B eBCC=C.

2. Disegnare le rette di equazione y = kx+1 (1) essendo k 1 {ZT Z.- 4£z£ 4} . Che caratteristica hanno tutte queste rette?

Osserviamo che tutte le rette passano per il punto P(O,l) (si puo facilmente verificare che le coordinate di P soddisfano
I'equazione (1) per qualsiasi valore del parametro k).
L'equazione (1) rappresenta un fascio proprio di rette di centro P: a variare di kin R otteniamo tutte le rette passanti per P, tranne

laretta per P perpendicolare all'asse x (in questo caso laretta di equazione x=0), che non si puo ottenere dalla (1) per nessun
valoredi k
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In generale I'equazione di un fascio proprio di rette con centro P, =(X,,Yy,) € y- y,=K(X- %,) (2): essarappresenta, al variare
di kin R, tutte le rette passanti per Py tranne laretta di equazione X = X, passante per Py e perpendicolare all'asse x.
Seil valore di k e fissato, la (2) rappresenta |'equazione della retta passante per il punto Py di coefficiente angolare noto k.

3. Disegnare lerette di equazione y = 2x+k (2) essendo k 1 {zT Z.- A z£4} . Che caratteristica hanno tutte queste rette?

Osserviamo che tutte le rette hanno |0 stesso coefficiente angolare m= 2 (quindi s tratta di rette parallele), mentre laloro
intersezione con |'asse y dipende dal valore assegnato di voltain voltaa parametro k.
L'equazione (2) rappresentaun fascio di rette parallele o fascio improprio.

In generale I'equazione di un fascio improprio di rette di coefficiente angolare fissato m & y=mx+Kk.

4. Sono assegnati i punti P,(1,- 2), P, (- 5,6), P,(2/3,4). Verificare cheil triangolo P,P, P, &isoscele e determinare la sua area.

Il triangolo & isoscele se ha due lati uguali. Calcoliamo lalunghezza del lati utilizzando la formula della distanza tra due punti:

RP, =4/(1- (-2- 67 =10 PR =-/(1- 2/3] +(-2- 4)° =5/13/3 = BP,=4/(-5- 2/3 +(6- 4)* =5/13/3
L'altezza del triangolo e il segmento congiungente il punto medio M della base P;P, con il vertice Ps; Abbiamo:
_@-5-2+60_ _ 10 PP, xMP, _ 50
=== — =l MP, =,/(-2- 2/3)° +(2- 4)° = € Area=te e =
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5. Dati i punti B(-2,1),B(- 1,3), B,(2,4), determinare I'equazione della retta r passante per P, e P, ela distanzatrar e Ps..

: : X- (-2
Equazionedi r: (

_y-l« x+2=y-1« y=2x+5
3-1

-(-2)_ 1 2

DistanzatraPs er:

- determiniamo larettas” r passante per Ps, utilizzando I'equazione della retta passante per un punto di coefficiente angolare
noto (sappiamo infatti che m, =-1/m =-1/2): sy- 4=-1/2(x- 2)« sy=-1/2x+5.

- determiniamo il punto di intersezione P(x,y) trar es: il punto P deve appartenere ad entrambe le rette, quindi le sue coordinate
devono soddisfare contemporaneamente le equazioni di r: y=2x+5e s y=-1/2x+ 5. Per confronto, otteniamo
2x+5=-1/2x+5« x=0;il vaore y =5 s ricava andando a sostituire in una delle equazioni x=0: quindi P = (0,5) :
Lamisuradel segmento PP, =4/5 fornisce la distanza richiesta.

6. Determinare I'equazione della circonferenza di diametro AB, dove A=

Il centro C della circonferenza e il punto medio tra A e B: C-?LZ,:HZ

2 2
2

—
[

L
(9]

QIO

Il raggio r e dato, ad esempio, dalla misura del segmento AC=\/§L- E_ +§%- = -

S : N 35 55° 13
L 'equazione della circonferenza €: g?( 5725 +§§/- Er_a %
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7. Determinare le coordinate del centro ed il raggio della circonferenza di equazione x° + y* - 6x+ 2y +3=0.

Dobbiamo ricondurci ad una equazione del tipo (x- x,)* +(y - y,)” =r?, manipolando & gebricamente |'espressione data
+

completando i quadrati. Ricordiamo che (a+b)” =a? + 2ab+b?.
X*+y?- 6X+2y+3=x2- 6x+y2+2y+3:(x2- 6x+9)- 9+(y2+2y+1)- 1+3=(x- 3)2+(y+1)2- 7=0 e quindi

(x- 3% +(y- (-2)° :(ﬁ)z equazione di una circonferenza di centro C(3,-1) e raggio r=CY

8. Determinare I'equazione della circonferenza passante per i punti A(-1, 2) e B(1, 4) ed avente il centro sullarettar: y=5x.
Il centro C della circonferenza e il punto di intersezione tralarettar e l'asse della corda AB.

Ricordiamo che I'asse di un segmento eil luogo del punti P(x,y) equidistanti dagli estremi del segmento dato; determiniamo |'asse
a del segmento AB:

PA=PB« (x-%,)"+(y- ¥a)" =4/(x- %) (¥~ ¥6)" « (x=%)" +(y- ¥a)"=(x- %) (- ¥5)"
(x+D)% +(y- 2)" =(x- )" +(y- 4" « x*+2x+1+y?- dy+4=x?- 2x+1+y?- 8y+16« x+y- 3=0.
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5¢
Il punto C intersezionetraleretter eaé C= gel 0
2’20

.2 .2
Il raggio € dato, ad esempio, dalla misura del segmento AC:\/gael- 19 +§% >0 «/f).

L'equazione della circonferenza & ?( — +6‘§/- 4 :g

9. Determinare la lunghezza dei semiassi e le coordinate dei fuochi dell'ellisse di equazione 4x° +9y* =16.

2 2

y

Dobbiamo scrivere |'éllisse nellaforma canonica —; +F= :
a

4 9 X2y 2 Y 4 20 2
AP +9y* =16« —xX*+—y? =1« —+2-=1« ——+—=—=1,quindi a=2b==,c*=a*- b*="« c=2.5

16~ 16 4 16 (2° et 3’ 9

9 %3@

| fuochi s trovano sull'asse x ed hanno coordinate F = 8—#5,03, F¢= 8 gﬁ,Og
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10.crivere I'equazione dell'iperbole passante per il punto A=(2,2) ed aventei fuochi nei punti F =(- 2,0),F¢=(2,0).
Determinare inoltre le equazioni dei suoi asintoti.

2 2

| fuochi sono sull'asse x e sono simmetrici rispetto al'origine, quindi I'equazione dell'iperbole & —; - ézl.
a

Possiamo ricavare la misura dell'asse traverso applicando la definizione di iperbole come luogo di punti: infatti se A appartiene alla
curvadovraessere: AF - AF¢=2a.

Abbiamo AF =+/4?+ 22 =2./5 e AF¢=2, dacui 2a=2+/5- 2« a=4/5- 1.
|| semiasse non traverso b s ricava usando larelazione b> = ¢ - a®> = 4- (5- 2-/5+ 1) =2(+/5- 1) « b=4/2(/5- 1).
2(+5- 1)

L : : b
Gli asintoti sono lerette di equazione y =+—x« y=f-—=—"X.
& V-1
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