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FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

RICHIAMI DI TEORIA

Definizione: si dice angolo positivo individuato dalla coppia di semiretter er' uscenti dal punto O, I'insieme dei punti del piano
descritti dai punti di r nella rotazione antioraria che portar a sovrapporsi conr'. r'

P'

Definizione: s dice misurain radianti dell'angolo positivo (r,r') il numerorealet = mlsuradgll a.rco APC / A F
raggiodi C QJ
C

Definizione: una funzionef reale di variabile reale & detta periodica di periodo T se per ogni tT dom f risulta anche
t+TT domfe f(t)=f(t+T).
P=(cost, sint)

Definizione: Consideriamo la circonferenza goniometrica (circonferenza di centro l'origine e sint—
raggio 1). Consideriamo un punto P su di essa e |'angolo t formato dal raggio OP e dall'asse
delle ascisse. L'ascissa e |'ordinata del punto P sono rispettivamente il coseno ed il seno

dell'angolo t: P =(cost,sint) .

sint
Definizione: la funzione tangente é definita come tgt =—— pert? %+ kp,k T Z. Geometricamente rappresenta |'ordinata

cost
del punto di intersezione tra la retta parallela all'asse delle ordinate e passante per A=(1,0) con la retta congiungente I'origine

con il punto P= (cost, sin t).
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domf imf periodo grafico
f (X) =g9nx R [-11] 2p oz//\ /\\//
f (X) = COSX R [-11] 2p 0: \// \\//\
f(x) = tgx R-{xx=p/2+kpkl Z} R D i / / / / /
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Formule trigonometriche fondamentali
- Angoli notevoli
a sna cosa tga
0 0 1 0
p/2 1 0 $
p 0 -1 0
3p/2 -1 0 $
p/6 1/2 B2 1/C3
p/4 1/ 1/Ce 1
p/3 | €82 12 B
- Relazione fondamentale: cos’t +sin®t=1
- Archi associati
cogp +t) =- cost sin(p +t) =- sint tg(p +t) = tgt
coq-t) = co{2p - t) = cost sin(-t) =sin(2p - t) =- sint tg(-t) =- tgt
cogp - t) =- cost sin(p - t) =sint tg(p - t)=-tot
® 6 b ap .0 cost
Yortr=- L Ttz =
cosg t==-sint sing> t= = cost tgg2 t : cotgt
B0 ind® 9 0
cosg t==sint sing. tz = cost tg%2 t== cotgt
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Formule di addizione:

codt, - t,) = cost, cost, +sint,sint,
coqt, +t,) = cost, cost, - sint,sint,
sin(t, - t,) =sint, cost, - sint,cost,
sin(t, +t,) = sint, cost, +sint,cost,
_ gt - tgt,
tolts- t2) = 1+tgt, Xgt
1 2
_ lot, +1gt,
tg(t1+t2)_1 tgt, Xgt
- gL, Mgt

Formule di duplicazione

sin2t = 2>3nt cost
cos2t =cos't- sin’t
_ 2Xgt
1-tg’t

tg2t
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Proprieta dei triangoli

- Triangoli rettangoli

b =axsinb =acosg
c=axsing =acosb
b=cxgb
c=bxgg

- Triangoli qualunque

S : : . : L . : . a b c
Teorema del seni: inuntriangolo le misure dei lati sono proporzionali ai seni degli angoli opposti:—— = — b =—.
sna sn sng

Teorema di Carnot: inuntriangolo il quadrato della misura di un lato € uguale alla somma dei quadrati delle misure dei due
altri lati diminuito del doppio del prodotto delle misure di questi due lati moltiplicato per il coseno dell'angolo da essi formato:

a’ =b? +c¢? - 2bccosa
b2 =a? + ¢ - 2accosb
c®> =a’ +b? - 2abcosg
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1. Calcolareil valore dell'espressione sin% - 2cos§p + siné%p + cos%lp :

Osservando che gp =p - P

6

S|nE-2cos—p+S|n4—p+cosl—p S|nE-2§ecosp9+§?s|nEQ+cosp \/é J§=3«/§
3 3 3 69 39 6 2 2 2

cogp- a)- tg(p+a)"+ sin-a) |
tg(p - a) - cosgaa - %%- cog- a)

2. Calcolare I'espressione

Utilizzando gli archi associati, otteniamo:

cogp - a) - tg(p +a) +sin(-a) _ - cosa- tga - sina)
" -tga - sin(a) - coda)

=1

tg(p - a) - cosg?s\- ==- cog-a)
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n2a +1- cos2a sin‘a
1+ cos2a sin2a sin2a

3. Semplificare I'espressione

Utilizzando la relazione fondamentale e le formule di duplicazione otteniamo:

_ 2sina cosa sin‘a

. sin’a + cos’a - cos’a +sin‘a

sina + cos’a + cos’a - sin‘a 2sina cosa 2sina cosa

4. Risolverein R le seguenti equazioni elementari:

J3

sinx=—
2

Dal punto di vista geometrico dobbiamo determinare i punti di intersezione trala
funzione seno e laretta y= CB/2 (esistono punti di intersezione in quanto -1<CB/2<1).
Risolviamo I'equazione nell'intervallo [-p p]: tutte le altre soluzioni si otterranno da
guelle trovate in tale intervallo per periodicita

Indicando con x; la soluzione contenuta nell'intervallo [-p/2 , p/2], la seconda
soluzione x, € lasimmetricadi x; rispetto alarettax= p/2: X, =p - X,.

Abbiamo x1:% ex,=p- %:gp.

Le soluzioni in R sono: x:%+ 2kp e x:2—§+ 2kp , con ki Z.
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1 3
=tga +tga - —tga =—-tga
9 g 29 29

[——y=sin(x)
L [——y=rad(3)/2
x=pil2
Punti di intersezione

N
N

s s
-3.1416 -1.5708
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COSX = —
2

Dal punto di vista geometrico dobbiamo determinare i punti di intersezione trala
funzione coseno e larettay=1/2 (esistono punti di intersezione in quanto -1<1/2<1).
Risolviamo I'equazione nell'intervallo [-p p]: tutte le altre soluzioni si otterranno da
guelle trovate in tale intervallo per periodicita

Indicando con x; la soluzione contenuta nell'intervallo [0, p], la seconda soluzione x,

elasimmetricadi x; rispetto allarettax= 0 X, =- X . Abbiamo x; =P e X, ——%.
Le soluzioni in R sono: x = 2+2kp ex——%+2kp K Z.

tgx=1

Dal punto di vista geometrico dobbiamo determinare i punti di intersezione trala
funzione tangente e larettay=1.

Risolviamo I'equazione nell'intervallo [-p/2 p/2]: tutte le altre soluzioni s otterranno
daquelletrovate in tale intervallo per periodicita.

L'equazione ha una sola soluzione x; nell'intervallo [-p/2, p/2].

Abbiamo x; :% . Le soluzioni in R sono: x = % +kp, con ki Z.
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— y=1/2

y=cos(x)

Punti di intersezione]

/

N

/

\

U

-3.1416
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—y=tg(x)
Punto di inte

-1.5708
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5. Risolvere |le seguenti equazioni:
singZx- Estiné‘?HBQ
49 39

E' semplice verificareches ha sina =sinb « a=b+2kpEa =p- b+ 2kp, conki Z.

Quindi:
P P 7
2X- —=x+—+ 2k Xx=—p + 2k
4 g SR XTRPTP )
E 1 5 ,conkl Z.

P P
2X- —=p- x- —+ 2K X=—p+k—

4 P g TP« XT3 TGP

cos?(— g—g= cog3x- p)

In generalesi ha cosa =cosb« a=b +2kp Ea =- b+ 2kp ,con kI Z. Quindi

X - %sz— p + 2kp « x=§p+kp
E . ,conki Z.
P P
X- —=-3x+p+2k X=—p +k=
5 PraP« X=0P T
© Politecnico di Torino Pagina9di 12

Data ultima revisione 11/05/00



SR n;

//@v\ Politecnico di Torino ' Corso Propedeutico di Matematica Sommario

=
%@ CeTeM

RCre

9  Funzioni Trigonometriche Esercizi

6. Risolverein R I'equazione sinx ++/3cosx- 1=0

L e equazioni dellaforma asinx +bcosx = c con a,b,cl R sono dette equazioni lineari in seno e coseno.
Vi sono diversi modi per risolverle: descriviamo quello che si basa sull'idea di scriverle sotto laforma

sin(x+a) =h« sinxcosa + sinacosx=h.

Dobbiamo fare in modo chei coefficienti del seno e del coseno siano in modulo minori di 1, al fine di poterli considerare seno e
coseno di uno stesso angolo a. Per comodita possiamo supporre quest'ultimo compreso tra0 e 2p. Dividiamo, quindi, ambo i

membri dell'equazione per la quantita non nulla +a? + b? = /1 +(\/§)2 =2: %sinx+§cosx=%.

;'; cosa :%
Quindi deve essere ® a :% e I'equazione diventa:
Isina =22
i 2
+% %+2kp« X=- %+2kp
1sinx+—3cosx:£« cosBsinx+sinEcosx:£« Sin§(+E9=—« E .conkl Z.
2 2 2 3 2 39 2

p p p
+E=p-S+2kp« x=T+ 2k
3 PP x=oT AP
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7. Risolverein R I'equazione 5sin®x - 24/3sinx cosx - cos? X = 2
Si trattadi un' equazione omogenea di secondo grado in seno e coseno, che, in generale, halaforma
asin®x + bsinxcosx + ccos® x=d, con a,b,c,dT R
Possiamo ricondurci ad una equazione con secondo membro nullo grazie alla relazione fondamental e:
Bsin’X - 2+/3sinxcosx - cos’x=2« 5sin’X - 2v/3sinxcosx- cos’x=2(cos’ x + sin’) « 3sin’x- 2+/3sinxcosx - 3cos’ x=0

Dividendo ambo i membri per cos’ x (si verificafacilmente che, se at d, gli x per cui cos x=0 non sono soluzioni), otteniamo:

2

g SMX _, gSinXcosX 3995 X_ () tgix- 2/Bgx- 320~ W@ 32 - 2/3- 320« t=- LEt=43
cos” X cosX  COS X /3
1 P

tgXx=- —« X=- =+K

A AL A
Quindi E ,conkl Z.

tg X = /3 « x:%+kp
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8. Risolverein R la disequazione 2cog3x) >1
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Risolviamo la disequazione in modo grafico, disegnando lafunzioni f(x) = 2co{3x) elarettay=1.

Osserviamo che f(x) € una funzione periodica di periodo T=2p/3: possiamo dunque limitare lo studio al'intervallo [-p/3 p/3] di

ampiezzaT.

idiintersezione|
/\ soluzione

VARV

! ! ! !
-1.0472 -0.5236 0 0.5236 1.0472
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Otteniamo il grafico di f(x) apartire dal grafico di y=cos x con una dilatazione
d1/3,2).

L a soluzione della disequazione nell'intervallo [-p/3 p/3] € X<X<X;.

X1 € X2 sono le soluzioni dell'equazione 2cog3x) =1 in [-p/3 p/3]:

—P oy P
9

X, = =- =

2 9 *

La soluzione delladisequazionein R éix:- %+ k%p < x<%+ k%p,kT Zg
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